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6
A ARTE DE RESOLVER
PROBLEMAS DE PoLya

Uma grande descoberta resolve um grande proble-
ma, mas hd sempre uma pitada de descoberta na
resolucdo de qualquer problema. O problema pode
ser modesto, mas se ele desafiar a curiosidade e
puser em jogo as faculdades inventivas, quem o
resolver por seus proprios meios, experimentard a

tensdo e gozard o triunfo da descoberta.

George Polya, A arte de resolver problemas, 1994

O desenvolvimento da Matematica nos Estados Unidos rece-
beu um grande impulso com a imigracio de matematicos europeus
durante o periodo nazista. Dentre esses matematicos esteve George
Polya (1887-1985) que, certamente, determinou uma linha divisoria
nas pesquisas sobre os procedimentos heuristicos envolvidos na
resolucdo de problemas, influenciando o surgimento de um novo
campo de pesquisa em Educacao Matematica.

Nascido em Budapeste, capital da Hungria, Polya ingressou ini-
cialmente no curso de Direito, talvez por tratar-se da profissdo de seu
pai, porém o curso pareceu-lhe monétono, passando para Linguas e
Literaturas. Interessou-se por Latim, Fisica, Filosofia e finalmente
por Matematica tendo, em 1912, concluido o seu doutoramento.
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Em 1913, mudou-se para Géttingen, onde conheceu David Hil-
bert (1862-1943). Assumiu um cargo na Universidade de Zurique,
em 1914, onde conheceu Adolf Hurwitz (1859-1919). Nesse mesmo
ano, por ocasido da Primeira Guerra Mundial, foi requisitado pelo
servico militar de seu pais, mas ndo respondeu a convocagio. O
medo de ser preso por ndo ter respondido a essa convocagio fez com
que Polya regressasse a Hungria apenas ap6s o término da Segunda
Guerra Mundial. Em Zurique conheceu sua futura esposa, Stella We-
ber. Casaram em 1918 e permaneceram juntos até & morte de Polya.

Trabalhou, em 1924, com Godfrey Harold Hardy (1877-1947)
e John Edensor Littlewood (1885-1977) em Oxford e Cam-
bridge. Publicou a classificacdo de dezessete grupos de simetria
bidimensional,! resultado que, mais tarde, viria a inspirar Escher.
Em 1925, juntamente com Géabor Szegé (1895-1995) publicou Auf-
gaben und Lehrsdtze aus der Analysis e Die Grundlehren der mathema-
tischen Wissenschaften.

Em 1940, temendo que a Suica fosse invadida pelos alemies,
decidiu ir para os Estados Unidos aceitando, em 1942, um cargo de
professor na Universidade de Stanford, na qual permaneceu até a
sua aposentadoria, em 1953.

Dentre as suas publicagdes relacionadas com aspectos inerentes
ao processo heuristico, focam-se nesse capitulo as seguintes obras:
How to Solve it, Mathematics and Plausible Reasoning e Mathemati-
cal Discovery.

Para explicar e discutir o processo heuristico e os elementos que
dele fazem parte, Polya elabora um Pequeno diciondrio de heuristica®
com 67 artigos, dando o significado e os fundamentos de cada um
deles. Desses artigos, abordam-se os que apresentam uma maior
relacdo com as discussdes que estdo sendo feitas no presente livro.

1 Segundo Struik (1992, p.306), “Federov, em 1891, também descobriu que havia
precisamente dezessete grupos de simetria bidimensional, de padrdes repetidos
(tal como num papel de parede). Redescoberto por G. Polya e P. Niggliem 1924”.

2 O Pequeno diciondrio de heuristica faz parte do Capitulo 3 do livro How to Solve it,
traduzido para o portugués, em 1994, com o titulo A arte de resolver problemas.
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O primeiro verbete que consta no dicionério é Analogia. Analo-
gia é definida como uma rela¢io de semelhanca entre objetos distin-
tos, ou seja, dois objetos sdo analogos se as relagdes entre suas partes
sdo coincidentes. Por exemplo: dois &ngulos opostos pelo vértice sdo
iguais; dois diedros opostos pela aresta sdo iguais. Assim, angulos e
diedros sdo andlogos, ja que possuem relagdes semelhantes.

Analogia é uma espécie de semelhanca. Objetos semelhantes
coincidem uns com os outros em algum aspecto; objetos andlogos
coincidem em certas relacoes das suas respectivas partes. (Polya,

1994, p.29)

Descartes, nas Regras I e 111, aponta que perceber a semelhanca
de relagdes entre os objetos é uma experiéncia fundamental e primor-
dial para a construgio do conhecimento. Dessa forma, segundo ele,

[...] cada um pode ver por intuicio intelectual que existe, que pensa,
que um tridngulo é limitado somente por trés linhas, um corpo esfé-
rico por uma so superficie, e outros fatos semelhantes que sdo muito
mais numerosos do que a maioria observa, em consequéncia do des-
dém que experimentam em voltar a sua inteligéncia para coisas tao

faceis. (Descartes, 1908, p.14-5, traducdo nossa)

Polya, do mesmo modo que Descartes, considera que a analogia,
ainda que em diferentes niveis, ¢ um principio essencial que pode
levar a descoberta da resolu¢io de um problema.

A analogia permeia todo o nosso pensamento, a nossa fala
cotidiana e as nossas conclusdes triviais, assim como os modos de
expressdo artistica e as mais elevadas conclusdes cientificas. Ela é
empregada nos mais diferentes niveis. E comum o uso de analogias
vagas, incompletas ou obscuras, porém a analogia pode alcar-se
ao nivel do rigor matematico. Todos os tipos de analogia podem
desempenhar uma funcio na descoberta da solucio e, por isso, ndo

devemos desprezar nenhum deles. (Polya, 1994, p.29)
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O proximo verbete, Conhece um problema correlato?, refere-se
especificamente a resolu¢io de problemas, mas estd relacionado com
o procedimento de estabelecer analogias, porque ao procurar um
problema que seja correlato ao que se pretende resolver, tem-se que
buscar relacdes semelhantes entre eles.

Conhece um problema correlato? E dificil imaginar um pro-
blema absolutamente novo, sem qualquer semelhanca ou relagdo
com qualquer outro que ja haja sido resolvido; se um tal problema
pudesse existir, ele seria insoluvel. De fato, ao resolver um proble-
ma, sempre aproveitamos algum problema anteriormente resolvido,
usando o seu resultado, ou 0 seu método, ou a experiéncia adquirida
ao resolvé-lo. Além do que, naturalmente, o problema de que nos
aproveitamos deve ser, de alguma maneira, relacionado com o nosso
problema atual. Dai a pergunta: Conhece um problema correlato?
(ibidem, p.36)

Ao estar diante de uma proposicdo que deve ser demonstrada ou
refutada, supondo que se tenha uma compreensdo global dessa, Pol-
ya propde que se deve passar ao exame de suas partes principais, a
hipétese e a conclusio, sendo necessério compreender perfeitamente
cada uma delas. Em alguns casos, é preciso decompor algumas par-
tes em outras mais especificas e examind-las separadamente. Com
efeito, segundo Polya,

Decomposicdo e recombinac¢do constituem importantes opera-
¢Oes mentalis.

Examina-se um objeto que desperta o interesse ou provoca a
curiosidade: a casa que se pretende alugar, um telegrama importante
mas obscuro, qualquer objeto cujas finalidades e origem intrigam,
ou qualquer problema que se queira resolver. Tem-se uma impres-
sdo do objeto como um todo, mas esta impressao possivelmente nio
¢ bastante definida. Um detalhe sobressai e sobre ele se focaliza a
atencdo. Em seguida, concentra-se num outro detalhe, depois ainda
outro. Diversas combinacdes de detalhes podem apresentar-se e,
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um pouco depois, considera-se novamente o objeto como um todo,
mas agora ele é visto de maneira diferente. Decompde-se o todo em
suas partes e recombinam-se as partes num todo mais ou menos
diferente. (ibidem, p.41)

Para Descartes (1908, p.97, traducéo nossa), na Regra XIII, “se
compreendemos perfeitamente uma questdo, € necessario abstrai-la
de todo o conceito supérfluo, deduzi-la a sua maior simplicidade e
dividi-la em partes tdo pequenas quanto possivel enumerando-as”.
E afirma, na Regra VII, que para conhecer por completo o objeto
pesquisado deve-se enumerar as partes que o compdem para analisa-
-las e conhecer as relagdes que existem entre elas. No entanto, apés
a decomposi¢io e recombinacio das partes do objeto, nem sempre é
elementar a reconstituicdo das operacdes mentais que levaram a um
resultado. De fato,

a observacdo do que aqui é proposto é necessaria para admitir como
certas essas verdades que, ditas anteriormente, sio deduzidas dos
principios primeiros e conhecidas por meio de si mesmo, mas nao
imediatamente. Com efeito, isto se faz as vezes por um encadeamen-
to tdo longo de consequéncias que apds termos atingido essas verda-
des, ndo é facil refazermos o percurso que para ai nos conduziu; é por
isso que dizemos ser necessario remediar a fraqueza da meméria por
uma espécie de movimento continuo do pensamento. Se, portanto,
por exemplo, diversas operacdes me fizerem conhecer imediata-
mente que relagdo ha entre as grandezas 4 e B, depois entre B e C,
depois entre C e D, e enfim entre D e E, eu ndo vejo por isso qual
¢ esta [relagdo] que existe entre 4 e E, e ndo posso fazer uma ideia
precisa segundo as relacdes ja conhecidas, a menos que me lembre
de todas. Eis porque percorri certo nimero de vezes as espécies de
movimento continuo da imaginacio, a qual vé simultaneamente
cada objeto em particular e o conjunto ao qual pertence, até que eu
tenha adquirido o automatismo de passar da primeira relacio a ulti-
ma tao rapidamente que nao deixe quase nenhum papel a memoria,

me pareca ver o todo simultaneamente por intui¢io. Com efeito,



138  INOCENCIO FERNANDES BALIEIRO FILHO

desta maneira, ajudando a memoria, corrige-se, também, a lentiddo
do espirito e estende-se de alguma maneira sua capacidade. (ibidem,

p-39-40, tradugio nossa)

Os métodos de demonstracio por absurdo e demonstracio indi-
reta sdo considerados por Polya instrumentos de descoberta e, desse
modo, presentes na atividade heuristica. Assim, sdo incluidos entre
os artigos do Diciondrio:

Demonstragio por absurdo e demonstracgio indireta. S3o proce-
dimentos diferentes, porém correlatos.

A demonstracdo por absurdo mostra a falsidade de uma supo-
sicio derivando dela um absurdo flagrante. E um procedimento
matematico, mas se assemelha a ironia, que é o procedimento pre-
dileto dos satiristas. A ironia adota, com todas as aparéncias, uma
determinada opinido, que é exagerada e repetida até conduzir a um
manifesto absurdo.

A demonstracdo indireta estabelece a verdade de uma afirma-
¢do por revelar a falsidade da suposicio oposta. Desse modo, ela
apresenta certa semelhanca com a astticia do politico que procura
firmar os méritos de um candidato pela demoli¢do da reputagio do
seu oponente.

Tanto a demonstracdo por absurdo quanto a demonstrac¢io in-
direta sdo eficazes instrumentos da descoberta, que se apresentam

naturalmente a todo espirito atento. (Polya, 1994, p.52-3)

Na citagdo acima, Polya toma o cuidado de diferenciar demons-
tracdo indireta e demonstracio por absurdo. Ainda que possam
parecer processos idénticos, a demonstragdo por absurdo é assen-
tada em convengdes quanto ao uso da linguagem em Matematica,
ao passo que a demonstragio indireta envolve o principio do terceiro
excluido,’ um axioma fundamental da Logica.

3 O principio do terceiro excluido afirma que ou 4 é verdadeiro, ou 4 é falso, em
que 4 é qualquer proposi¢io passivel de andlise. Em esséncia, o axioma exclui
qualquer estado intermediario entre a veracidade e a falsidade de A4.
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Assim, suponha que se deseja provar que “‘se 4, entdo B”. Uti-
lizando a demonstracdo por absurdo tem-se que provar que é im-
possivel, a0 mesmo tempo, termos 4 verdadeiro e B falso, ou seja,
supondo a veracidade de A4 e a falsidade de B, chega-se a uma con-
tradicdo. Ja na demonstra¢io indireta, tem-se de provar que “‘se B
for falso, entdo 4 serd falso”, isto é, tem-se de supor B falso e deduzir
que 4 sera falso.

No Capitulo 1 foi mencionado que o método de reducio ao ab-
surdo, amplamente utilizado pelos matematicos gregos, resulta do
principio da ndo contradi¢do, base dos raciocinios do filésofo eleata
Zendo, considerado por Aristételes como o inventor da dialética.
Conhecendo-se, a priori, a validade de uma proposi¢io, aplica-se a
reducdo ao absurdo, supondo valida a negacio da hipétese, obtendo-
-se uma contradi¢do. Convém salientar que o método de reducio ao
absurdo é uma forma de demonstracdo indireta e ndo de demonstra-
¢éo por absurdo.

Agora, chega-se ao verbete central para este trabalho: heuristica.
Para definir heuristica moderna, Polya baseia-se nos significados
que foram atribuidos ao termo heuristica por autores que se dedica-
ram ao estudo dos processos de invencio, no transcorrer da historia.

Heuristica, heurética ou ars inveniendi era o nome de um certo ra-
mo de estudo, ndo bem delimitado, pertencente a Logica, a Filosofia
ou a Psicologia, muitas vezes delineado mas raramente apresentado
com detalhes, hoje praticamente esquecido. O objetivo da heuristica
é o estudo dos métodos e das regras da descoberta e da invencio.
Alguns indicios desse estudo podem ser encontrados em trabalho
dos comentaristas de Euclides. A este respeito, Pappus tem uma pas-
sagem particularmente interessante. As mais famosas tentativas de
sistematizacio da heuristica devem-se a Descartes e a Leibniz, ambos
grandes matematicos e fil6sofos. Bernard Bolzano apresentou notavel

descri¢io pormenorizada da heuristica. (ibidem, p.86)

Heuristica moderna procura compreender o processo solucio-

nador de problemas, particularmente as operacdes mentais, tipicas
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desse processo, que tenham utilidade. Dispde de varias fontes de
informagdo, nenhuma das quais deve ser desprezada. Um estudo
consciencioso da heuristica deve levar em conta tanto as suas bases
logicas quanto as psicolégicas. Ndo deve esquecer aquilo que os
autores antigos como Pappus, Descartes, Leibniz e Bolzano escreve-
ram sobre o assunto, mas muito menos pode desprezar a experiéncia
imparcial. A experiéncia na resolucio de problemas e a experiéncia
na observacdo dessa atividade por parte de outros deve constituir
a base em que se assenta a Heuristica. Neste estudo, nio devemos
descurar de nenhum tipo de problema, e assim procurar aspectos
comuns na maneira de tratar de problemas de toda sorte: devemos
considerar os aspectos gerais, independente do assunto especifico do
problema. O estudo da heuristica tem objetivos “praticos”: melhor
conhecimento das tipicas opera¢des mentais que se aplicam a resolu-
¢do de problemas pode exercer uma certa influéncia benéfica sobre o

ensino, particularmente sobre o ensino da Matematica. (ibidem, p.87)

Vestigios de heuristica também sdo encontrados no trabalho O
método, de Arquimedes. Antes da descricdo de seu método meca-
nico de demonstragéo, na carta enviada a Eratdstenes, Arquimedes
escreve que considera seu método diferente de uma demonstragio,
sendo ele uma investigacdo da demonstracdo. Também nota-se que
uma das condig¢des apontadas para a aplicagio de seu método é o
conhecimento prévio do que se quer demonstrar.

Mas vejo-te, como afirmo, que tu és um estudioso sério, que tu
dominas de uma maneira notével as questdes de filosofia e que tu
sabes apreciar com seu valor as questdes de matematica que se apre-
sentam, e tenho julgado a proposito descrever e desenvolver neste
mesmo livro, as caracteristicas proprias de um método segundo o
qual te serd permitido examinar alguns dos que primeiro me foram
evidentes pela mecanica, foram demonstrados mais tarde pela geo-
metria, por causa da investigacdo por este método ser diferente de
uma demonstragio; a investigagdo da demonstragio preconcebida

de um certo conhecimento dos problemas por intermédio desse
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método, com efeito, é mais ficil que sua investigagido sem conhe-

cimento. (Arquimedes, 1971, p.167-8, traducdo nossa, ver Anexo)

Arquimedes deixa clara sua intencdo em discutir o processo
heuristico envolvido em seu método mecanico, considerando que
tal discusséo traria contribuicdes aos trabalhos de outros gedmetras
que poderiam aplicar o seu método para a demonstracdo de novos
teoremas.

Mas acontece-me também que a descoberta dos teoremas pu-
blicados agora tem sido gerada de modo semelhante anteriormente;
também tenho querido redigir e publicar este método ao mesmo
tempo porque, como disse anteriormente, tenho querido parecer
seguro por ter proferido palavras vis e estou persuadido de trazer
uma contribuicio muito util & matemdtica, uma vez que, sou de
opinido que alguns pésteros chegario a encontrar por meio do mé-
todo exposto outros teoremas que a mim ainda ndo me hio ocorrido.

(ibidem, p.168, traducdo nossa, ver Anexo)

Pelas razdes apontadas e discutidas, pode-se considerar que O
método de Arquimedes é um tratado que contém processos de ati-
vidade heuristica. Fica evidente a preocupagio em estabelecer um
processo de raciocinio heuristico que pudesse auxilid-lo na desco-
berta da solu¢do de uma proposicio para que, posteriormente, fosse
aplicado o método da exaustio em sua demonstragio.

A heuristica trata do comportamento humano em face de pro-
blemas. E de presumir que isto venha ocorrendo desde os primor-
dios da sociedade humana e a quintesséncia de antigas observacoes
a respeito parece ter sido preservada na sabedoria dos provérbios.
(Polya, 1994, p.88)

Uma das componentes do raciocinio heuristico é a indugéo, cuja
definicdo, adotada por Polya, é aquela apresentada por Aristoteles e
utilizada por Descartes na Regra VI, citada no Capitulo 5.
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Inducéo e indugio matematica. A indugio é o processo da desco-
berta de leis gerais pela observacio de casos particulares. E utilizada
em todas as ciéncias, inclusive na Matemdtica. A indugio matema-
tica é utilizada exclusivamente na Matematica, para demonstrar
teoremas de um certo tipo. E de lamentar que estes nomes estejam
relacionados, visto que hda muito pouca conexdo légica entre os dois
processos. Ha, no entanto, alguma conexao prética, j4 que muitas

vezes utilizamos ambos conjuntamente. (ibidem, p.91)

O raciocinio indutivo é um caso particular do raciocinio heuristi-
co; dessa forma, a inducdo assume o mesmo papel tanto na investiga-
¢do matematica quanto na investigagio de outras ciéncias.

Mas devemos acrescentar que muitos fatos matemadticos foram
primeiro encontrados por inducdo e demonstrados depois. A Mate-
matica, apresentada com rigor, € uma ciéncia sistemadtica, mas a Ma-
tematica em desenvolvimento é uma ciéncia indutiva experimental.

(ibidem, p.93)

A indugdo faz parte da aprendizagem do homem ao longo da
vida, isto é, ela estd presente na construcio cognitiva, constituindo
um processo pelo qual se obtém informacdes das experiéncias com o
objetivo de chegar a conclusdes verdadeiras, passando a ter um acu-
mulo de conhecimento que permita estabelecer estratégias eficientes
para a resolugio de problemas.

A indugéo termina por adaptar nossa mente aos fatos. Quando
comparamos nossas ideias com observacdes pode haver acordo ou
desacordo. Se h4 acordo sentimos mais confianca em nossas ideias;
se ha desacordo, as modificamos. Depois de repetidas modificacdes,
nossas ideias costumam adaptar-se aos fatos muito melhor. Nossas
primeiras ideias sobre qualquer tema novo estio muito proximas de
ser errdneas, a0 menos em parte; o processo indutivo nos dd uma
oportunidade para corrigi-las, adaptando-as a realidade. (idem,
1973a, p.55)
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A experiéncia modifica as crencas humanas. N6s aprendemos da
experiéncia, ou, melhor dizendo, deveriamos aprender dela. Fazer
o melhor uso possivel da experiéncia é um dos grandes empreendi-
mentos humanos e trabalhar por ela é a vocagdo dos cientistas.

Um cientista digno desse nome tratard de extrair de uma deter-
minada experiéncia as conclusdes mais corretas e acumular as expe-
riéncias mais Gtels para estabelecer a melhor linha de investigacio
para uma dada questdo. O procedimento do cientista para tratar a

experiéncia pode ser chamado indugéo. (ibidem, p.3-4)

Na Regra VI, Descartes discute também a dedu¢io, mas Polya
ndo a menciona, ja que ela esté relacionada a demonstracdo de uma
proposicdo em si e ndo aos processos heuristicos relacionados a sua
resolugio.

O préximo tépico discutido € a intuicdo, ainda que esse ndo seja
um dos verbetes do Pequeno diciondrio de heuristica de Polya. En-
tretanto, a intui¢do, presente no processo heuristico, é tratada por
Descartes e aparece em alguns trechos da obra de Polya.

Para ser um bom matematico, ou um bom jogador, ou bom no
que quer que seja, devemos ter uma boa intuicio. Com o proposito
de ter uma boa intui¢do, parece-me, que vocé deveria comegar sen-
do, naturalmente, sagaz. Ainda que ser sagaz nio é o bastante. Vocé
deveria examinar suas intui¢des, compara-las com os objetivos,
modifica-las se for necesséario, e assim adquirir uma extensa (e in-
tensa) experiéncia das intuigdes que fracassam e as que chegam a ser
certas. Com tal experiéncia como base vocé sera muito mais capaz
de julgar competentemente quais intuigdes tém a oportunidade de

se tornarem corretas e quais ndo. (ibidem, p.111-2)

Na Regra 111, Descartes define a intui¢do ou método intuitivo
como uma acdo da mente pela qual se obtém um conhecimento
imediato. A intuicdo e o discurso estdo constantemente associados
no ato do pensamento, ja que todo trabalho mental parte de uma
intuigdo para chegar a outra intuigdo, por intermédio do discurso.
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Descartes diferencia dois tipos de intui¢do: intuicdo sensivel e
intuicdo intelectual. A primeira realiza-se a cada instante. Assim,
quando com um s6 olhar capta-se um objeto, por exemplo, um livro,
tem-se um tipo de intui¢do imediata, isto é, uma comunicagio (re-
lacdo) estritamente direta entre observador e o objeto. Ja a segunda
envolve um empenho, por parte do observador, para captar segundo
um ato imediato da mente aquilo que constitui a natureza dos obje-
tos, ou seja, aquilo que o objeto é. Para isso devem ser utilizados os
elementos que constituem o raciocinio heuristico.

Por intuigdo, entendo nio a confianca flutuante que ddo os sen-
tidos ou o julgamento enganador de uma imagina¢iao com mds cons-
trucdes, mas o conceito que a inteligéncia pura e atenta forma com
tanta facilidade e distingdo que nio resta absolutamente nenhuma
dutvida sobre aquilo que compreendemos; ou entdo, o que é a mesma
coisa, o conceito que forma a inteligéncia pura e atenta, sem davida
possivel, conceito que nasce somente da luz da razio e cuja certeza
¢ maior, por causa de sua maior simplicidade, que a da prépria
deducdo, ainda que essa tltima nio possa ser mal feita mesmo pelo
homem, como notamos mais acima. Assim, cada um pode ver por
intuigdo intelectual que existe, que pensa, que um triangulo é limita-
do somente por trés linhas, um corpo esférico por uma sé superficie,
e outros fatos semelhantes que sdo muito mais numerosos do que a
maioria observa, em consequéncia do desdém que experimentam
em voltar a sua inteligéncia para coisas tdo faceis. (Descartes, 1908,

p.14-5, tradugdo nossa)

Polya (1973a, 1994) define raciocinio demonstrativo como o resul-
tado do trabalho do matematico, por exemplo, a prova, e raciocinio
plausivel (heuristico) como o processo de descoberta dessa prova, se-
gundo a intuigdo. Esta intui¢do intelectual a que Polya se refere tem
o mesmo sentido da que consta nas Regras I1] e VII de Descartes e
que foram discutidas no capitulo anterior.
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Raciocinio heuristico é aquele que néo se considera final e ri-
goroso, mas apenas provisorio e plausivel, e que tem por objetivo
descobrir a solucdo do problema que se apresenta. Somos muitas
vezes levados a usar o raciocinio heuristico. Teremos a absoluta cer-
teza quando chegarmos a solucdo completa, mas frequentemente,
antes de chegarmos a certeza absoluta, teremos de nos satisfazer com
uma estimativa mais ou menos plausivel. E possivel que precisemos
do provisério antes de atingirmos o final. Para chegarmos a uma
demonstracio rigorosa, € necessario o raciocinio heuristico, assim
como andaimes sdo necessérios a constru¢io de um edificio. (Polya,
1994, p.132)

Polya (1973a, p.V) enfatiza que apesar de ser considerada co-
mo uma ciéncia demonstrativa, ainda que essa seja somente uma
das suas caracteristicas, a Matematica, em seu desenvolvimento,
assemelha-se a qualquer outro conhecimento humano:

Asseguramos nosso conhecimento matematico por meio do ra-
ciocinio demonstrativo, mas apoiamos nossas conjecturas por meio
do raciocinio plausivel. Uma prova matematica é um raciocinio
demonstrativo, mas a evidéncia indutiva do fisico, a evidéncia cir-
cunstancial do advogado, a evidéncia documental do historiador e a

evidéncia estatistica do economista pertencem ao raciocinio plausivel.

Para provar um teorema ou para escrever a prova desse teorema
com todos os detalhes é necessario, antes de mais nada, intuir o
teorema ou a sua prova; ou seja, é preciso combinar observacdes,
seguir analogias e realizar a “prova” mais de uma vez. Ainda que
a Matematica seja considerada como uma ciéncia demonstrativa,
Polya enfatiza que, como disciplina escolar, é a Gnica que possibilita
a aprendizagem do raciocinio heuristico.

Ha outro ponto concernente a estas duas formas de raciocinio,
que merece nossa atenc¢do. Todos sabemos que a Matematica oferece

uma excelente oportunidade de aprender o raciocinio demonstrativo,
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mas eu defendo também que ndo hé disciplina nos programas usuais
das escolas que ofereca uma oportunidade semelhante de aprender o
raciocinio plausivel. Dirijo-me a todos os estudantes interessados em
Matematica de todos os graus e digo-lhes: “Aprendamos a provar,

desde logo, mas aprendamos também a intuir”. (ibidem, p.V-VI)

O ultimo verbete do Diciondrio citado, termos, antigos e novos,
foi selecionado por fazer referéncia aos conceitos de analise e sintese,
ja discutidos no Capitulo 3 deste livro, quando foram abordados os
processos heuristicos utilizados pelos gedmetras gregos.

Termos, antigos e novos, que descrevem a atividade de resolver
problemas sdo muitas vezes ambiguos.

1. Andlise foi muito bem defendida por Pappus e é um termo
atil, que caracteriza um processo tipico de estabelecer um plano, a
partir da incognita (ou da conclusio) e caminhando no sentido dos
dados (ou da hipétese). Infelizmente, a palavra adquiriu muitos sig-
nificados diferentes (como exemplos, anélise matematica, quimica,
logica) e, portanto, lastima-se ter de evitd-la no presente trabalho.

[...]

8. Sintese foi usada por Pappus com um sentido bem definido,
que merecia ser conservado. LLamenta-se, porém, evita-lo no pre-
sente livro, pelas mesmas razdes apresentadas para a sua contraparte
“andlise” (ver 1). (idem, 1994, p.152-3)

Ainda que tenha evitado o uso de tais termos, Polya, em sua obra,
faz uma parafrase do trecho do Livro VII de A colecdo matemdtica de
Pappus, que define os processos de analise e de sintese, e para exem-
plificar tais processos, utiliza uma situa¢io ndo matematica:

Um homem primitivo deseja atravessar um riacho, mas ndo po-
de fazé-lo de maneira habitual porque o nivel da dgua subiu desde a
véspera. Por isso, a travessia tornou-se o objeto de um problema: “a
travessia do riacho” é o x deste problema primério. O homem pode

lembrar-se de ja ter atravessado algum outro riacho por uma arvore
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caida. Ele procura ao redor uma drvore caida que lhe sirva, que se torna
a sua nova incégnita, o seu y. O homem néo encontra nenhuma nessas
condic¢des, mas ha muitas arvores em pé a margem do riacho; ele deseja
que uma delas caia. Ser-lhe-ia possivel fazer uma arvore cair atravessa-
da sobre o riacho? Surgem uma grande ideia e uma nova incognita: por
que meios poderia 0 homem derrubar a arvore sobre o riacho?

Esta sequéncia de ideias deve chamar-se andlise, se aceitamos a
terminologia de Pappus. Se 0 homem primitivo conseguir concluir a
sua analise, ele podera tornar-se o inventor da ponte e do machado.
Qual serd a sintese? A traducéo das ideias em ac¢des. O ato final da
sintese sera a passagem do homem por sobre a arvore através do
riacho. (ibidem, p.106)

Diante das discussdes sobre os processos envolvidos na atividade
heuristica, feitos no livro How do Solve it, Polya elabora um plano
sobre Como resolver um problema. Tal plano é composto por quatro
fases: compreensdo do problema, estabelecimento de um plano, execugdo
do plano e retrospecto.

A primeira fase estabelece que se deve compreender o problema,
ou seja, é necessario que os dados do problema e o que se pede es-
tejam evidentes para que seja possivel resolvé-lo. Na segunda fase,
valendo-se da percepc¢io das relacdes entre as partes do problema,
que poderdo dar uma ideia de sua resolucio, é estabelecido um pla-
no. Em seguida, na terceira fase, o plano estabelecido é executado
e, finalmente, na quarta fase, o procedimento executado é revisto,
fazendo-se uma andlise e discussdo da resolucdo apresentada.

Para Polya o pensamento matematico néo esta relacionado ape-
nas com axiomas, defini¢des e demonstragdes rigorosas, mas tam-
bém com analogias, indugdes, conjecturas, relacoes, generalizacdes
e outros processos mentais. Nessa perspectiva, sdo discutidos nos
dois livros analisados exemplos de problemas de Matematica que
buscam estimular atitudes e habitos de pensamento desejaveis para
o desenvolvimento do raciocinio heuristico e que enfatizam o saber-
-fazer, ou seja, problemas que valorizem, mais do que a obten¢io da
resposta certa, os processos envolvidos na sua resolugéo.



